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Pretpostavimo da za bazne vektore repera Oe i O'f vaZi

- — - 7 — —
fi=ciie +o1 e, h=cpe +me

Matrica C = (cjj) je tzv. matrica prelaska sa baze e na bazu f.



Transformacije koordinata tacaka

Pretpostavimo da za bazne vektore repera Oe i O'f vaZi

- — - 7 — —
fi=ci1 el +o1 e, h=cpe +oo e

Matrica C = (¢jj) je tzv. matrica prelaska sa baze e na bazu f.

Neka su koordinate novog koord. potetka su [0']pe = (b1, b2).



Transformacije koordinata tacaka

Pretpostavimo da za bazne vektore repera Oe i O'f vaZi

- — - 7 — —
fi=ci1 el +o1 e, h=cpe +oo e

Matrica C = (¢jj) je tzv. matrica prelaska sa baze e na bazu f.
Neka su koordinate novog koord. potetka su [0']pe = (b1, b2).

Za koordinate proizvoljne tatke M u tim sistemima vaZi:
- = — —
(x,y) = [M]oe = [OM]e, odnosno OM= x e; +y e,

— — — —
(x',y") = [M]or = [O'M]¢, odnosno O'M=x"f +y' f,.



Odatle imamo

— — — N N
xei+ye = OM=00'+ O0'M=bi e +by & +x fi +y fo=
= bye +b e +x'(c11 S 32) +y'(c12 e +Cm 22) _

= (X +cy +bi) e +(oux' + oy + b)) e .



Odatle imamo

— — — N N
xei+ye = OM=00'+ O0'M=bi e +by & +x fi +y fo=
e P ! g = ’ — —
= b] €1 +b2 €2 +x (C]_]_ €1 —|—C21 62) -|—y (C]_2 er +C22 62) —

= (cux + cy’ + b1) el +(enx’ + ey’ + b2) e .

Zato vaZe formule:

= X + cy’ + b,
= X + cny + b
Te formule predstavljaju transformaciju koordinata tacaka

ravni, tj. vezu koordinata (x,y) i (x’,y’) iste tatke M u dva
razli¢ita koordinatna sistema.



Odatle imamo

— — — N N
xei+ye = OM=00'+ O0'M=bi e +by & +x fi +y fo=
e P ! g = ’ — —
= b] €1 +b2 €2 +x (C]_]_ €1 —|—C21 62) -|—y (C]_2 er +C22 62) —

= (cux + cioy' + br) el +(cux' + ey’ + bo) & .

Zato vaZe formule:
/ /
= cux +cny + b,
= cux' + ey’ + by

Te formule predstavljaju transformaciju koordinata tacaka
ravni, tj. vezu koordinata (x,y) i (x’,y’) iste tatke M u dva
razli¢ita koordinatna sistema. Matri¢no ih zapisujemo ovako:

G)-(ae)(r)(2) o

(o)



- = - =

Neka je OABC paralelogram i e = (OA, OC), f = (OB, CA) dve
baze. Odrediti formule transformacija koordinata u reperima QOe i
Bf, kao i inverzne formule.




a) Ako su ON reperi Oe i O'f formule (1) postaju:

(G)-(ze ) (5)-(2) o

1N



Transformacije koordinata ortonormiranih repera

a) Ako su ON reperi Oe i O'f formule (1) postaju:

X cos¢p —sing x' g1
= . . 2
)-8 @) ()+(2) @
Ovo je kompozicija rotacije za ugao ¢ i translacije za vektor
(g1, q2)-
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Transformacije koordinata ortonormiranih repera

a) Ako su ON reperi Oe i O'f formule (1) postaju:

x\ [ cos¢ —sing x' g1
)-8 @) ()+(2) @
Ovo je kompozicija rotacije za ugao ¢ i translacije za vektor

(g1, 92).

b) Ukoliko su reperi razli¢itih orjentacija formule su:

)= ) (0)+(8) o

19



Transformacije koordinata ortonormiranih repera

a) Ako su ON reperi Oe i O'f formule (1) postaju:

x\ [ cos¢ —sing x' g1
)-8 @) ()+(2) @
Ovo je kompozicija rotacije za ugao ¢ i translacije za vektor
(g1, q2)-

b) Ukoliko su reperi razli¢itih orjentacija formule su:

)= ) (0)+(8) o

Ovo je kompozicija refleksije u odnosu na pravu kroz O koja gradi
ugao % sa x-osom i translacije za vektor (g1, ¢2).

19



Matrica Ry = ( :’;g _C:Sn(f ) je matrica rotacije za ugao ¢.

1A



Matrica Ry = ( :’;g _C:Sn(f ) je matrica rotacije za ugao ¢.

Za nju vazi
1) R¢ = Rq;r = R_y;

10



Matrica Ry = ( :’;g _C:Sn(f ) je matrica rotacije za ugao ¢.

Za nju vazi

1) R, =R] =Ry
2) det Ry = 1 (> 0 zato 3to reperi imaju istu orjentaciju).

14



Matrica Ry = ( :’;g _C:Sn(f ) je matrica rotacije za ugao ¢.

Za nju vazi
1) R, =R] =Ry
2) det Ry = 1 (> 0 zato 3to reperi imaju istu orjentaciju).

Matrica Sy = ( (;?s:; _Slcr:)f¢ ) je matrica refleksije.

17



cos¢p —sing

Matrica Ry, = ( sing  cos

) je matrica rotacije za ugao ¢.

Za nju vazi
1) R, =R] =Ry
2) det Ry = 1 (> 0 zato 3to reperi imaju istu orjentaciju).

. [ cosg  sing . . .
Matrica Sy = ( sing — cos ) je matrica refleksije.
Za nju takodje vaZi

-1_ ¢T
1) S¢ =54

10



cos¢p —sing

Matrica Ry, = ( sing  cos

) je matrica rotacije za ugao ¢.

Za nju vazi

1) R, =R] =Ry

2) det Ry = 1 (> 0 zato 3to reperi imaju istu orjentaciju).
cos¢  sing
sing —cos¢
Za nju takodje vaZi

1) 5;1 =S], ALl

2) Sp = —1 (< 0 zato 3to reperi imaju istu orjentaciju).

Matrica Sy = ( ) je matrica refleksije.

10



cos¢p —sing

Matrica Ry, = ( sing  cos

) je matrica rotacije za ugao ¢.

Za nju vazi
1) R, =R] =Ry
2) det Ry = 1 (> 0 zato 3to reperi imaju istu orjentaciju).

cos¢p  sing

Matrica Sy = < sing — cos

> je matrica refleksije.

Za nju takodje vaZi
1) 5;1 =S], ALl
2) Sp = —1 (< 0 zato 3to reperi imaju istu orjentaciju).

Pravougaonik OABC ima ivice OA = 4, OC = 3 | srediste S.
Naplsat/ vezu koord/nata ON repera Oe i Sf, razli¢itih orjentacija,

gde je el— —, e_>2— , a f1 Jje kolinearan sa SB.

IaYa)
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Jednatine (1) se mogu posmatrati i sa tzv. aktivne tatke
gledista, tj. kao formule preslikavanja.

IaXe)



I Afina preslikavanja

Jednatine (1) se mogu posmatrati i sa tzv. aktivne tatke
gledista, tj. kao formule preslikavanja.

Definicija

Afino preslikavanje ravni je preslikavanje koje tacki M(x,y)
preslikava u tacku M'(x',y") po pravilu

)= 2)0)(5)

uz uslov det(a;;) # 0.

late]



I Afina preslikavanja

Jednatine (1) se mogu posmatrati i sa tzv. aktivne tatke
gledista, tj. kao formule preslikavanja.

Definicija

Afino preslikavanje ravni je preslikavanje koje tacki M(x,y)
preslikava u tacku M'(x',y") po pravilu

)= 2)0)(5)

uz uslov det(a;;) # 0.

Kolone matrice A = (aj;) su slike baznih vektora pri tom
preslikavanju, a (g1, g2) je slika koordinatnog potetka.

5N



I Afina preslikavanja

Jednatine (1) se mogu posmatrati i sa tzv. aktivne tatke
gledista, tj. kao formule preslikavanja.

Definicija

Afino preslikavanje ravni je preslikavanje koje tacki M(x,y)
preslikava u tacku M'(x',y") po pravilu

)= 2)0)(5)

uz uslov det(a;;) # 0.

Kolone matrice A = (aj;) su slike baznih vektora pri tom
preslikavanju, a (g1, g2) je slika koordinatnog potetka.

Sli¢no se definise i afino preslikavanje prostora.

NEC



Teorema (Osobine afinih preslikavanja ravni)

Bijekcije su

Preslikavaju pravu na pravu;

Preslikavaju krug u krug ili elipsu;

Cuvaju razmeru tri tatke;

Cuvaju paralelnost (recimo, slika paralelograma je paralelogram);
jednoznaéno su odredjena slikama tri nekolinearne tacke;

Odnos povrsina slike i originalne figure je V(]_.) = |det A|.

NA



Teorema (Osobine afinih preslikavanja ravni)

Bijekcije su

Preslikavaju pravu na pravu;

Preslikavaju krug u krug ili elipsu;

Cuvaju razmeru tri tatke;

Cuvaju paralelnost (recimo, slika paralelograma je paralelogram);
jednoznacno su odredjena slikama tri neko/inearne tacke;

Odnos povrsina slike i originalne figure Je = |det A|.

Primer

Date su tatke A(—1,-1), B(1,-1), C(1,1), D(—1,1); A'(4,5),
B'(8,7), C'(6,9), D'(2,7).

1) Odrediti jednacine afinog preslikavanja koje kvadrat ABCD
preslikava u paralelogram A'B'C'D’.

2) Odrediti jednacinu slike kruga upisanog u kvadrat.

3) Kolika je povrsina slike kruga.

~N7



Afino preslikavanje
! X
G- z)0)(8) o
y az1  a y qz
mozemo predstaviti matricom:
ai1 di2 qi

Ag=1| a1 a» q |. (6)
0 0 1

O



Predstavljanje afinih preslikavanja matricama

Afino preslikavanje

x' a1 an X 1
y az1  ax y q2
moZzemo predstaviti matricom:

a11 412 q1
Ag=1| a1 an q |. (6)
0 0 1

Teorema

Proizvod matrica (6) odgovara kompoziciji afinih
preslikavanja. Drugim re¢ima, grupa svih matrica oblika (6) je
izomorfna grupi afinih preslikavanja ravni.

IaYe



_)
Translacija Ty 22 vektor q (g1, g2) data je formulama

!/

X+ q1,
= y+Qgo

!/

29N



_)
Translacija Ty 22 vektor q (g1, g2) data je formulama
/

X+ q1,
= y+Qgo

!/

ili u matri¢nom obliku

()=(2)(5)+(2)

91



_)
Translacija Ty 22 vektor q (g1, g2) data je formulama

!/

X+ q1,
"= y+a,
ili u matri¢nom obliku
x' 10 X g1
= -
(3)-(o 1))+ (%)

10
odnosno T 01 g
00

isXa}



Translacija

_>
Translacija Ty 72 vektor 9 (g1, g2) data je formulama

!/

X+ qi,
"= y+ o,
ili u matri¢nom obliku
x' 10 b%s q1>
— + .
<Y’> (0 1><y> <qz
10 ¢
odnosno T4 01 o
0 0 1

Kompozicija translacija je translacija, tj. sve translacije €ine
komutativnu podgrupu grupe afinih transformacija.

(o ko]



Rotacija oko koordinatnog poletka, za ugao ¢, je data formulama

[ X'\ [ cos¢p —sing X
R¢'(y’)_<sin¢ cos¢)<y)'

oW, |



Rotacija oko koordinatnog poletka, za ugao ¢, je data formulama
R x'"\ [ cos¢p —sing X
o \y ) 7 \sing coso y )
Za rotaciju oko proizvoljne tatke Q(g1, g2) se realizuje malim

trikom:

Rgos = TO—>Q o0Rgo TQ_)O'

2°C



Rotacija

Rotacija oko koordinatnog poletka, za ugao ¢, je data formulama
R x'"\ [ cos¢ —sing X
o \y )7 \sing coso y |-

Za rotaciju oko proizvoljne tatke Q(q1, g2) se realizuje malim

trikom:
RQ@ :TJQOR¢OT50'
1 0 g1 cos¢p —sing 0 1 0 —q1
Roe:| 0 1 g sing cosgp O 01 —q
0 0 1 0 01 0 0 1

o T~



Odrediti formule rotacije oko tatke S(1,—2) za ugao od % .

7



Odrediti formule rotacije oko tatke S(1,—2) za ugao od % .

Resenje:

R 2r —
sz

o M‘&Ml\'—‘
| |
o= ""&
NIW
|
P

20



Kao 8to smo vec videli, preslikavanje dato formulama

S - X'\ [ cos¢ sing X
Py ) \sing —cos¢ y |-

je refleksija u odnosu na pravu py kroz koord. pocetak, koja gradi
Ugao ¢ sa x—osom.

290



Refleksija

Kao 8to smo vec videli, preslikavanje dato formulama

S x'"\ ([ cos¢ sing X
PPo\y )\ sing —cos¢ y )
je refleksija u odnosu na pravu py kroz koord. pocetak, koja gradi
Ugao ¢ sa x—osom.
Ako prava p || po ne prolazi kroz koordinatni poletak, nego kroz

neku tacku @ € p, tada je refleksija u odnosu na pravu p :

Sp:TaQOSpOOTao.

AN



Refleksija

Kao 8to smo vec videli, preslikavanje dato formulama

S x'"\ ([ cos¢ sing X
Po\y ) \sing —cos¢ y )’
je refleksija u odnosu na pravu py kroz koord. pocetak, koja gradi

Ugao ¢ sa x—osom.

Ako prava p || po ne prolazi kroz koordinatni poletak, nego kroz
neku tacku @ € p, tada je refleksija u odnosu na pravu p :

SPZTJQOSPOOTJO.

Kasnije ¢emo videti i drugi, opstiji, nadin da odredimo formule
refleksije.

11
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Preslikavanja koja &uvaju duZine (a samim time i uglove) nazivaju
se izometrije. |zometrije koje €uvaju orjentaciju zovu se kretanja.

V. Ee)



Preslikavanja koja &uvaju duZine (a samim time i uglove) nazivaju
se izometrije. |zometrije koje €uvaju orjentaciju zovu se kretanja.

Posto izometrija preslikava ON bazu u ON bazu, ve¢ smo pokazali
(formule (2), (3)) da su jedine izometrije ravni: kompozicija
translacije i rotacije i kompozicija translacije i refleksije.

NA



Preslikavanja koja &uvaju duZine (a samim time i uglove) nazivaju
se izometrije. |zometrije koje €uvaju orjentaciju zovu se kretanja.

Posto izometrija preslikava ON bazu u ON bazu, ve¢ smo pokazali
(formule (2), (3)) da su jedine izometrije ravni: kompozicija
translacije i rotacije i kompozicija translacije i refleksije.

Primetimo da u svim tim sluajevima vazi AAT = I.

Ne



Preslikavanja koja &uvaju duZine (a samim time i uglove) nazivaju
se izometrije. |zometrije koje €uvaju orjentaciju zovu se kretanja.

Posto izometrija preslikava ON bazu u ON bazu, ve¢ smo pokazali
(formule (2), (3)) da su jedine izometrije ravni: kompozicija
translacije i rotacije i kompozicija translacije i refleksije.

Primetimo da u svim tim sluajevima vazi AAT = I.

Teorema

Svaka izometrija prostora R" je afino preslikavanje. Sta vise, afino
preslikavanje je izometrija ako i samo je matrica A preslikavanja
ortogonalna, tj. vaZi AAT = 1.

NG



Preslikavanja koja &uvaju duZine (a samim time i uglove) nazivaju
se izometrije. |zometrije koje €uvaju orjentaciju zovu se kretanja.

Posto izometrija preslikava ON bazu u ON bazu, ve¢ smo pokazali
(formule (2), (3)) da su jedine izometrije ravni: kompozicija
translacije i rotacije i kompozicija translacije i refleksije.

Primetimo da u svim tim sluajevima vazi AAT = I.

Teorema

Svaka izometrija prostora R" je afino preslikavanje. Sta vise, afino
preslikavanje je izometrija ako i samo je matrica A preslikavanja
ortogonalna, tj. vaZi AAT = 1.

Matrice reda n za koje va¥i AAT = [ &ine tzv. ortogonalnu grupu
O(n).

N7



Preslikavanja koja &uvaju duZine (a samim time i uglove) nazivaju
se izometrije. |zometrije koje €uvaju orjentaciju zovu se kretanja.

Posto izometrija preslikava ON bazu u ON bazu, ve¢ smo pokazali
(formule (2), (3)) da su jedine izometrije ravni: kompozicija
translacije i rotacije i kompozicija translacije i refleksije.

Primetimo da u svim tim sluajevima vazi AAT = I.

Teorema

Svaka izometrija prostora R" je afino preslikavanje. Sta vise, afino
preslikavanje je izometrija ako i samo je matrica A preslikavanja
ortogonalna, tj. vaZi AAT = 1.

Matrice reda n za koje va¥i AAT = [ &ine tzv. ortogonalnu grupu
O(n). Njena podgrupa SO(n) := {A € O(n)| detA=1} C O(n)
zove se specijalna ortogonalna grupa i predstavlja kretanja.

V. Ke)



Sa H@,x, 0, 0znatavamo istezanje u pravcu koordinatnih osa, sa
centrom u tacki Q (A1, A2 # 0).

NO



Sa H@,x, 0, 0znatavamo istezanje u pravcu koordinatnih osa, sa
centrom u tacki Q (A1, A2 # 0).
Ako je tatka Q koordinatni poletak,

x A O X
w ()5 D))

N



Sa H@,x, 0, 0znatavamo istezanje u pravcu koordinatnih osa, sa
centrom u tacki Q (A1, A2 # 0).
Ako je tatka Q koordinatni poletak,

x A O X
w ()5 D))

Primetimo da je Hy 1 refleksija u odnosu na x—osu.

cC1



Istezanje

Sa H@,;,\, 0znatavamo istezanje u pravcu koordinatnih osa, sa
centrom u tacki Q (A1, A2 # 0).
Ako je tatka @ koordinatni poletak,

x! A O X
o ()05 2)(5)

Primetimo da je H1 1 refleksija u odnosu na x—osu.
Ako je tatka @ proizvoljna, sli¢no kao kod rotacije:

HQ,M,)Q = TJ’Q °© H)\l,)Q ° TC?O.

N



Istezanje

Sa H@,;,\, 0znatavamo istezanje u pravcu koordinatnih osa, sa
centrom u tacki Q (A1, A2 # 0).
Ako je tatka @ koordinatni poletak,

x! A O X
o ()05 2)(5)

Primetimo da je H1 1 refleksija u odnosu na x—osu.
Ako je tatka @ proizvoljna, sli¢no kao kod rotacije:

HQ,M,/\2 = TJQ °© H)\l,)Q ° TC?O.

Primetimo da je homotetija specijalan slu¢aj ovog preslikavanja za
A1 = Ao,

cCHD



Preslikavanje dato formulama

()-GHG)

naziva se smicanje sa koeficientom A u pravcu x ose.

cCA



Preslikavanje dato formulama
XN (1 X %
y') \0 1 y
naziva se smicanje sa koeficientom A u pravcu x ose.

Smicanje preslikava kvadrat u paralelogram iste visine i osnovice,
pa dakle i iste povrine (det A = 1).

| gl oy



Smicanje

Preslikavanje dato formulama

(5)=G2)()

naziva se smicanje sa koeficientom A u pravcu x ose.

Smicanje preslikava kvadrat u paralelogram iste visine i osnovice,
pa dakle i iste povrsine (det A =1).

Primer

Prestaviti kao afinu transformaciju sledec¢e dogadjaje:
1) "pan”: mi$ je pritisnut u P(xo, y0), a otpusten u Q(x1, y1).
2) "zoom in": klikom mi$a u P(xo, yo), slika se uvecava 40%.
2) "zoom to window”: mi$ je pritisnut u tacki P(xo, yo), a
otpusten u Q(xi,y1), gde je PQ dijagonala prozora.

Ca



Afina preslikavanja prostora

Afino preslikavanje prostora je preslikavanje koje tatku
M(x,y, z) preslikava u tatku M'(x’, y', 2) po pravilu

/

X a1 a2 a3 X q

o= | y |+l @], @

Z/ a1 a3z asz z g3
det(ajj) # 0.

-7



Afina preslikavanja prostora

Afino preslikavanje prostora je preslikavanje koje tatku
M(x,y, z) preslikava u tatku M'(x’, y', 2) po pravilu

X a1l 4a12
/

y = a2 ax»
/

z a3l 4a32

ai13
ans
ass

X

y
z

_l’_

det(a;;) # 0. Kolone matrice A = (ajj) su slike baznih vektora, a

tatka (g1, g2, g3) je slika koordinatnog pocetka.

O



Afina preslikavanja prostora

Afino preslikavanje prostora je preslikavanje koje tatku
M(x,y, z) preslikava u tatku M'(x’, y', 2) po pravilu

X d11 412 413 X a1

y | =1 an axn ax y |+ a |,
/

z a31 432 4ass3 z as

det(a;;) # 0. Kolone matrice A = (ajj) su slike baznih vektora, a
tatka (g1, g2, g3) je slika koordinatnog pocetka.
Preslikavanje (7) se moZe predstaviti 4x4 matricom:

a1 d12 413 Q1
._ a1 dx» axs
Aq =
a31 432 433 Q3
0 0 0 1

i tada kompoziciji preslikavanja odgovara mnoZenje matrica.

cCO



Najzna&ajnija klasa afinih preslikavanja su izometrije jer se njima
realizuju kretanja objekata u prostoru.

r~la



Najzna&ajnija klasa afinih preslikavanja su izometrije jer se njima
realizuju kretanja objekata u prostoru.

Videli smo da je preslikavanje (7) izometrija ako je AAT = /. Ako
je dodatno i det A = 1, ta izometrija je kretanje.

-1



Najzna&ajnija klasa afinih preslikavanja su izometrije jer se njima
realizuju kretanja objekata u prostoru.

Videli smo da je preslikavanje (7) izometrija ako je AAT = /. Ako
je dodatno i det A = 1, ta izometrija je kretanje.

Teorema (Ojlerova 1)

Svaka matrica kretanja (AAT = I,det A = 1) se moZe predstaviti
kao kompozicija tri rotacije oko koordinatnih osa, tj:

A= RepoRygoRzy.

Uglove ¢, ¢ € [, m],0 € [-5, 5] zovemo Ojlerovi uglovi.

Ovde y’ i x" oznalava da su te ose veé zarotirane, a ne ose
originalnog koordinatnog sistema.

o



Na ovoj animaciji oznake se podudaraju sa nasima. Primetite samo
da koordinatni sistem jeste pozitivne orjentacije, samo je z-osa
okrenutna "nadole”. Koordinatni sistem je vezan za avion: x-osa
je pravac aviona, y-osa krila, a z-osa upravna na ravan aviona.

oD


Euler_Angles.avi

Na ovoj animaciji oznake se podudaraju sa nasima. Primetite samo
da koordinatni sistem jeste pozitivne orjentacije, samo je z-osa
okrenutna "nadole”. Koordinatni sistem je vezan za avion: x-osa
je pravac aviona, y-osa krila, a z-osa upravna na ravan aviona.

Matrice rotacija oko koordinatnih osa su date sa:
0 0

cos —sin) 0 cos 0 sin ) 1
Ry = sin v cos 1P 0 ,Ry 0 = 0 1 0 s Re, = 0 cos¢p —sing .
0 0 1 —siny 0 cos 0 sin ¢ cos ¢
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Euler_Angles.avi

Na ovoj animaciji oznake se podudaraju sa nasima. Primetite samo
da koordinatni sistem jeste pozitivne orjentacije, samo je z-osa
okrenutna "nadole”. Koordinatni sistem je vezan za avion: x-osa
je pravac aviona, y-osa krila, a z-osa upravna na ravan aviona.

Matrice rotacija oko koordinatnih osa su date sa:
cos 1 —sinty 0 cos 0 siny 1 0 0
Ry = sin ¢ cos Y 0 ,Ry 0 = 0 1 0 s R, = 0 cos¢p —sing .
0 0 1 —siny 0 cos ) 0 sin ¢ cos ¢

Na osnovu prethodnog, svako kretanje prostora je kompozicija
tri rotacije oko koordinatnih osa i translacije.
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Euler_Angles.avi

Na ovoj animaciji oznake se podudaraju sa nasima. Primetite samo
da koordinatni sistem jeste pozitivne orjentacije, samo je z-osa
okrenutna "nadole”. Koordinatni sistem je vezan za avion: x-osa
je pravac aviona, y-osa krila, a z-osa upravna na ravan aviona.

Matrice rotacija oko koordinatnih osa su date sa:

cos 1 —sinty 0 cos 0 siny 1 0 0
RZV‘P = sin v cos 0 s Ry,e = 0 1 0 s Rx,¢ = 0 cos¢ —sin¢ .
0 0 1 —siny 0 cos 0 sin ¢ cos ¢

Na osnovu prethodnog, svako kretanje prostora je kompozicija
tri rotacije oko koordinatnih osa i translacije.

Izometrija koja ne ¢uva orjentaciju (tj. det A = —1) dodatno sadrZi
i ravnsku refleksiju tj. "ogledanje”.
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Euler_Angles.avi

Pretpostavimo da je n kolona koordinata JEDINICNOG normalnog
vektora ravni ag, koja sadrZi koordinatni poetak O.
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Refleksija u odnosu na ravan (pravu)

Pretpostavimo da je n kolona koordinata JEDINICNOG normalnog
vektora ravni «q, koja sadrzi koordinatni pocetak O.
3x3 matrica refleksije Sy, u odnosu na ravan ag je data sa

I 2nnT7

gde je I3 jedini¢na 3x3 matrica, a

n n% niny nNin3

nnT = n ( = 2
= 2 n np n3 ) = nin3 n; nin3
n3 nin3 nin3 n§
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Refleksija u odnosu na ravan (pravu)

Pretpostavimo da je n kolona koordinata JEDINICNOG normalnog
vektora ravni «q, koja sadrzi koordinatni pocetak O.
3x3 matrica refleksije Sy, u odnosu na ravan ag je data sa

I 2nnT7

gde je I3 jedini¢na 3x3 matrica, a

n n% niny nNin3

nnT = n ( = 2
= 2 n np n3 ) = nin3 n; nin3
n3 nin3 nin3 n§

Ako ravan « || o ne sadrZi O nego neku tatku A, tada se
refleksija S, moZe predstaviti kao kompozicija

Soa=T= 084,0T-.
OA AO

-0



Pretpostavimo da je p kolona koordinata JEDINICNOG vektora
prave pg, koja sadrZi koordinatni poletak O.
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Rotacija oko prave u prostoru

Pretpostavimo da je p kolona koordinata JEDINICNOG vektora
prave pg, koja sadrzi koordinatni pocetak O.

3x3 matrica rotacije Rp, ¢ U 0dnosu na pravu pg za ugao ¢ u
pozitivhom smeru, je data sa

Rppp - PP+ cosd(ls — ppT) + sin ppy,
gde je px matrica vektorskog mnoZenja vektorom p:

0 —p3 p
ps 0 —p
—p2  p1 0

Px
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Rotacija oko prave u prostoru

Pretpostavimo da je p kolona koordinata JEDINICNOG vektora
prave pg, koja sadrzi koordinatni pocetak O.

3x3 matrica rotacije Rp, ¢ U 0dnosu na pravu pg za ugao ¢ u
pozitivhom smeru, je data sa

Rppp - PP+ cosd(ls — ppT) + sin ppy,

gde je px matrica vektorskog mnoZenja vektorom p:

0 —p3 p2
pPx = p3 0  —p
—p2  p1 0

Ako prava p || po ne sadrzi O nego neku tatku Q, tada se rotacija
Rp,s moZe predstaviti kao kompozicija

Reos = Ton © Rmg 0 T 5,

bvda)



Teorema (Ojlerova 2)

Svako kretanje prostora je rotacija oko neke prave p za neki ugao

A\

Primer
Odrediti formule refleksije u osnosu na pravu p:3x —4y —6 =10
(u ravni).

Primer

| \

Odrediti formule rotacije za ugao ¢ = %Pi oko prave p koja sadrZi

tacku Q(1,0,0) i ima vektor pravca p = (1,2,2).

A




